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R e su m o
vii
Este trabalho estuda o esquema TVD (Total Variation Diminishing) de Rubin e Blunt para 
sistemas de coordenadas generalizadas. Esta interpolação é aplicada nos termos de fluxo das 
equações de conservação, entretanto para os casos resolvidos esta metodologia é aplicada no 
cálculo das permeabilidades relativas nas faces do volume de controle. O modelo utilizado é o 
"black-oil" bifásico (água e óleo) com formulação IMPES, sendo suas equações resolvidas via 
volumes finitos. Os resultados numéricos apresentados demonstram a eficiência do esquema TVD 
em coordenadas generalizadas na redução da dispersão numérica.
A b s t r a c t
Vlll
This work extends the TVD scheme o f Rubin and Blunt to curvilinear coordinate system. 
The TVD is applied in the fluxes o f the conservative equations. In the presented cases the 
approximation is applied fo r  representing the relative permeability at the control volume 
interfaces. The IMPES black-oil equations are solved viafinite volume method. Numerical results 
show the increase accuracy resulting from the use o f the curvilinear TVD.
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1.1 - Preliminares
Um reservatório de petróleo é caracterizado pela presença de hidrocarbonetos e água, 
confinados em uma rocha, usualmente localizada a profundidades que dificultam sua medição e
caracterização. Esta rocha contém microscópicos poros 
ligados entre si que ocupam até 30% do volume total 
do reservatório. O espaço disponível na rocha é 
ocupado pelo óleo, gás, água e por possíveis fluidos 
injetados, conforme Fig. 1. Os caminhos formados 
pelas ligações entre os poros são muito estreitos , 
altamente irregulares e tortuosos e, como conseqüência, 
os fluidos residentes escoam bem lentamente, em geral, 
menos de um metro por dia.
Também são observados vários efeitos, a nível 
macroscópico e microcópico, que inibem o escoamento 
Figura 1 - Amostra de rocha porosa num reservatório de petróleo. Pode-se citar como
exemplos, o efeito da capilaridade e da 
heterogeneidade do meio poroso (formação rochosa). Com o objetivo de diminuir estes 
fenômenos inibidores foram criadas tecnologias cada vez mais sofisticadas que facilitam a 
produção de óleo. Porém o aumento da sofisticação trouxe consigo um aumento nos custos, 
materiais e de operação, e uma grande demanda por processos preditivos.
Estes processos preditivos têm como objetivo responder questões cruciais na produção 
de petróleo, tais como, vida útil do reservatório, capacidade de produção, pressões necessárias 
nos poços produtores e injetores e as localizações ótimas destes poços. Devido às dificuldades 
técnicas e aos custos associados à realização de experimentos que respondam estas questões de 
forma confiável, a simulação numérica de reservatórios de petróleo surge como uma ferramenta 
indispensável ao engenheiro de petróleo. Utilizando a simulação numérica em conjunto com uma 
boa caracterização do sistema fluido-rocha a ser modelado, pode-se testar várias estratégias de
Água
| Rocha
#  Agua
^  Óleo ' T ttttT f
Óleo
operação e comparar a desempenho de projetos já  em operação. [01]
Para que se possa entender a complexidade do desenvolvimento de um modelo físico que 
reproduza bem os fenômenos envolvidos na recuperção de petróleo será feita uma breve 
discussão sobre alguns tipos de recuperação. [02].
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1.2 - Métodos de Recuperação de Petróleo
Apesar dos fenômenos de inibição citados anteriormente, uma variedade de fontes 
naturais de energia facilitam a produção de óleo. Um dos mecanismos naturais que promovem 
a produção é a expansão de gás livre presente em capas sobre o óleo. A redução de pressão, que 
acompanha a produção de óleo, provoca esta expansão e desloca o óleo em direção ao poço 
produtor. Quando estas fontes de energia permitem a produção apenas através de bombeamento, 
sem injeção de outros fluidos, diz-se que o reservatório está sob produção primária. Este tipo de 
recuperação é chamada Recuperação Primária, e normalmente deixa de 70 a 85% de óleo no 
reservatório.
Óleo + Água + Gás
Poço produtor m
Figura 2
Rocha Porosa
- Esquema de recuperação secundária
Poço injetor
Após a recuperação primária, um fluido, como a água, pode ser injetado no reservatório 
através de alguns poços, enquanto outros produzem o óleo deslocado pela água. A injeção de 
fluido serve a dois propósitos, manter altas a pressão do reservatório e as vazões de produção e 
inundar os poros, "empurrando" o óleo para fora através de um deslocamento imiscível em 
direção aos poços produtores. O processo acima descrito está ilustrado na Fig. 2 e é chamado de 
Recuperação Secundária.
Devido a efeitos de tensões superficiais grandes quantidades de óleo ficam presas nos 
poros e, além disso, o processo de empurrar um óleo altamente viscoso utilizando um fluido 
menos viscoso é instável. Esta instabilidade pode provocar o aparecimento de longos "dedos",
ilustrados na Fig. 3, que crescem na direção do 
poço produtor. Quando estes dedos atingem o poço 
forma-se um canal por onde o fluido que tem 
viscosidade menor flui mais facilmente. Deste 
modo são formados canais preferenciais de 
escoamento e o fluido injetado desloca uma 
quantidade menor de óleo, diminuindo 
sensivelmente sua produção. Normalmente 50% do 
óleo é deixado no reservatório após a recuperação 
secundária.
Na tentativa de evitar o aparecimento 
indesejável de "dedos” durante a recuperação e 
aumentar a quantidade de óleo produzido, foram 
desenvolvidas outras técnicas, chamadas de Recuperação Avançada ou Terciária. Estas técnicas 
envolvem processos térmicos ou químicos. Os métodos térmicos tem como objetivo a diminuição 
da viscosidade do óleo através de aquecimento do reservatório. Isto é conseguido através de 
injeção de vapor d'água, combustão "in si tu" ou mesmo aplicando-se uma corrente elétrica. Os 
métodos químicos comumente objetivam diminuir a formação de "dedos" através do aumento 
da viscosidade da água injetada. Este aumento na produção pode ser conseguido pela adição de 
polímeros ou através da diminuição da tensão interfacial existente entre a água injetada e o óleo 
residente.
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Prodi
Injetor 
Formação de "Dedo" >■
Figura 3 - Formação de "Dedo"
1.3 - Estado da Arte em Simulação de Reservatórios
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A seguir serão abordados vários aspectos ligados à simulação de reservatórios, tais como, 
a história do seu desenvolvimento, modelos matemáticos utilizados, técnicas de solução das 
equações diferenciais que compõem o modelo matemático e problemas mais comuns enfrentados 
pelos métodos numéricos tradicionalmente utilizados. Uma discussão mais detalhada do nível 
de desenvolvimento da simulação de reservatório pode ser encontrada em Coats [03].
1.3.1 - Breve Histórico
Num sentido mais amplo, a simulação de reservatórios tem sido praticada desde o início 
da engenharia de petróleo na década de 30. Antes de 1960 a simulação de reservatórios era 
exclusivamente feita através de métodos analíticos [4,5], balanços materiais descritos para cada 
fase [6,7] e solução da equação de Buckley e Leverett para o caso unidimensional bifásico [8,9], 
A partir de 1960 apareceram os primeiros simuladores bifásicos e bidimensionais,
permitindo a solução de grandes sistemas de 
equações em diferenças finitas. A Fig. 4 
ilustra as subdivisões dos simuladores de 
reservatório propostas por Odeh [10] em 
1969.
A partir da década de 70 foram 
verificados avanços siginificativos na 
formulação de modelos e métodos de solução 
numéricos. Estes avanços permitiram simular 
processos de recuperação mais complexos e a 
redução dos custos computacionais, através da 
eficiência dos métodos de solução e do 
aumento da qualidade e velocidade dos 
computadores.
Unidimensional
Planta
Bidimensional'
Corte Vertical
Tridimensional
Figura 4 - Subdivisões na simulação de 
reservatórios
1.3.2 - Modelos
Dentre os vários tipos de modelos de simulação de reservatórios de petróleo, os mais 
utilizados são o modelo black-oil e o modelo composicional.
O modelo composicional representa reservatórios onde existe óleo volátil, deslocamentos 
miscíveis, e qualquer processo que considere que o hidrocarboneto tenha n componentes, em vez 
de apenas óleo. Por exemplo, a fase óleo pode ser constituída por dois componentes, quais sejam: 
gás metano dissolvido e um óleo pesado de cadeia longa .
No modelo black-oil ou modelo beta assume-se escoamento isotérmico, com três fases 
imiscíveis: água, óleo e gás, com a solubilidade do gás dependendo apenas da pressão. Esta 
representação do hidrocarboneto por dois componentes (gás e óleo) presume composições 
constantes (independentemente da pressão) das fases óleo e gás, nenhuma volatilidade do óleo 
na fase gás, e solubilidade nula do gás e do óleo na água.
O modelo "black-oil" é o mais utilizado dos modelos, entretanto ele é empírico e sua 
aplicação é limitada à simulação de processos de recuperação primária e secundária Já o modelo 
composicional é mais completo, mas seu grande custo computacional limita sua aplicação à 
simulação de processos de recuperação avançados.
1.3.3 - Métodos Numéricos
Historicamente o método de diferenças finitas sempre foi mais empregado na solução 
de problemas de mecânica dos fluidos e transferência de calor. Na simulação de reservatórios o 
método de diferenças finitas ainda é muito utilizado com malhas cartesianas e esquemas de cinco 
pontos, ou seja, a equação de balanço para cada ponto contabiliza apenas as contribuições dos 
quatro pontos vizinhos situados na vertical e horizontal. As vantagens deste método são: a 
simplicidade de realização de balanços de massa, energia, etc; e a facilidade de solução do 
sistema de equações gerados pelo esquema de cinco pontos. Contudo, o uso de malhas cartesianas 
apresenta problemas na caracterização de reservatórios que possuem geometrias irregulares, falhas 
geológicas e regiões heterogêneas. Além disso, o seu uso provoca o aparecimento do efeito de 
orientação de malha, semelhante ao efeito conhecido em mecânica dos fluidos como difusão 
numérica, denominado na área de petróleo de dispersão numérica.
Introdução 5
1.3.4 - Efeito de Orientação de Malha
Introdução 6
O efeito de orientação de malha em esquemas cinco pontos e malhas cartesianas foi 
demonstrado por Todd et al [11], Eles utilizaram uma configuração de poços chamada "five-spot" 
(cinco poços), ou seja, configuração formada por quatro poços injetores em cada face de um 
quadrado e um poço produtor no centro, conforme mostra a Fig. 5. Esta configuração foi 
resolvida utilizando duas malhas cartesianas ilustradas na Fig. 6.
A malha diagonal representa um quarto de "five-spot", com as linhas da malha a 45° da 
linha que conecta o poço injetor ao poço produtor. A malha paralela representa metade de "five- 
spot", com linhas da malha ou paralelas ou perpendiculares à linha que conecta o par de poços 
produtor-injetor. Todd et al demonstraram que os resultados dependem do sistema de malha 
utilizado e que a diferença entres os resultados decresce com o aumento do número de pontos 
da malha. Como alternativa para o aumento do número de pontos eles propuseram o uso de um 
esquema de segunda ordem (dois pontos a montante) na avaliação das propriedades nas interfaces 
dos blocos.
Coats et al [12] demonstraram a existência do efeito de orientação de malha em 
deslocamentos desfavoráveis. Estes deslocamentos são caracterizados pela alta razão de
i i . i i  
# - ----- --------------------------
#  Poço Produtor 
xQ 4 P o ço  Injetor
Figura 5 - Configuração "Five-Spot"
Introdução 1
Malha Diagonal
Figura 6 - Malhas Diagonal e Paralela - Configuração "five-spot"
viscosidades entre o fluido deslocado e deslocante e são encontrados com grande freqüência. No 
problema de injeção de vapor simulado em [12], observou-se que mesmo aumentando o número 
de pontos, o efeito de orientação de malha não se alterava.
Brand et al [13] demonstraram que para deslocamentos desfavoráveis, em geometrias 
"five-spot", o efeito de orientação de malha não pode ser eliminado com o refinamento da malha, 
chegando em certos escoamentos, como é o caso do escoamento tipo pistão, a aumentar os erros 
numéricos.
Yanosik e McCracken [14] observaram que o efeito de orientação de malha 
provavelmente era causado pela não contabilização do fluxo entre o volume onde se esta 
calculando e seu vizinho na diagonal. Eles então introduziram um esquema de nove pontos que 
contabilizava este fluxo. Foram mostrados resultados, para várias razões de viscosidades, 
praticamente idênticos quando se utilizou malhas diagonais e paralelas. A diferença máxima 
obtida nas curvas de recuperação foi no máximo de 1,5%.
Hirasaki e O'Dell [15]; Sonier e Chaumet [16]; Robertson e Woo [17], todos na década 
de 70, investigaram uso de coordenadas curvilíneas ortogonais. Este método tem como principais 
vantagens a redução do efeito de orientação de malha e a melhoria na simulação de geometrias 
complexas com falhas geológicas e zonas de permeabilidades heterogêneas. Entretanto, deve-se 
assinalar que a redução do efeito de orientação de malha só é conseguido quando há alinhamento
entre as linhas coordenadas e a direção do fluxo. Robertson e Woo compararam resultados 
obtidos utilizando malhas curvilíneas ortogonais e malhas cartesianas em configurações "five- 
spot" paralelas e diagonais. Os resultados obtidos demonstram que o efeito de orientação de 
malha é bastante reduzido quando se utiliza coordenadas curvilíneas, sendo este efeito mais 
pronunciado na frente de saturação do que nas curvas de recuperação de óleo.
Embora a utilização de malhas em coordenadas curvilíneas ortogonais, em conjunto com 
um bom alinhamento das linhas coordenadas, contribua para redução do efeito de orientação de 
malha, o seu uso em geometrias tridimensionais é restrito. Esta limitação levou os pesquisadores 
a utilizarem coordenadas curvilíneas não-ortogonais ou coordenadas generalizadas.
Em 1991 Britto et al [18] investigando o uso de coordenadas curvilíneas não-ortogonais 
em geometrias arbitrárias, falhas geológicas e zonas com diferentes permeabilidades, 
demonstraram que para os casos estudados o simulador utilizando malha cartesiana, necessitou 
de quatro vezes mais pontos que o simulador com malha em coordenadas generalizadas, para se 
obter a mesma solução.
Maliska et al [19], em 1993, e Cunha et al [20], em 1994, utilizaram uma configuração 
"fíve-spot" com malha em coordenadas generalizadas e obtiveram resultados que se aproximam 
muito daqueles obtidos por Yanosik e McCracken [14] para malha cartesiana com esquema de 
nove pontos.
1.3.5 - Metodologia de Solução das Equações Diferenciais
A simulação de escoamentos multifásicos requer técnicas de solução de equações não- 
lineares acopladas. Dentre as técnicas existentes as mais "populares" são: a formulação implícita 
e a formulação IMPES ( IMplicit Pressure Explicit Saturation). Sheldon et al [21], Stone et al 
[22] e Fagin et al [23] descreveram o IMPES para o modelo "black-oil" e mais tarde Coats [24] 
fez a extensão para o caso em que existam "n" componentes. A idéia básica do método IMPES 
é obter uma equação para a pressão combinando as equações de fluxo. Deste modo a equação 
da pressão é avançada no tempo implicitamente e a da saturação é atualizada explicitamente.
O método totalmente implícito foi formulado pela priméira vez por Blair e Weinaug [25]: 
Esta formulação requer a solução de todas as equações simultaneamente e sua implementação no 
modelo "black-oil" foi descrita por Coats [26] .
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O IMPES tem algumas vantagens sobre o método implícito, como a facilidade de 
implementação, esforço computacional menor, pois apenas uma equação é resolvida 
implicitamente, e maior precisão da solução. Entretanto a formulação IMPES pode se tomar 
instável se o passo de tempo for muito grande, o que não acontece quando se utiliza a formulação 
totalmente implícita.
1.3.6 - Dispersão Numérica (Difusão Numérica)
Em simulação de reservatórios os modelos normalmente avaliam as propriedades nas 
faces através de esquemas de Ia ordem, sendo o mais utilizado deles o esquema de um ponto a 
montante. Vários autores, dentre eles Todd et al [11], Y Ito [27] e Taggart e Pinczewski [28], 
demonstraram que o uso destes esquemas introduzem níveis inaceitáveis de dispersão numérica. 
Em processos de recuperação secundária, onde se tem uma frente formada na interface dos 
fluidos deslocados e injetados, a dispersão numérica prevê a irrupção prematura do fluido 
deslocante e, em certos casos, a irrupção é antecipada em quase um ano. A dispersão numérica 
pode ser eliminada através do refinamento da malha, entretanto, um aumento do número de 
pontos com o intuito de reduzir este efeito pode ser computacionalmente proibitivo.
Vários esquemas de ordem superior incluindo o esquema tipo Godunov [29,30], FCT 
(Flux Corrected Transport) [31] foram sugeridos para diminuir a dispersão numérica em equações 
hiperbólicas. Estes esquemas exigem que a porção parabólica e hiperbólica das equações "black- 
oil" estejam separadas e sejam resolvidas seqüencialmente. Isto normalmente requer um grande 
esforço para introduzir tais esquemas nos códigos com formulação implícita e IMPES.
Como forma de se produzir soluções com pouca dispersão numérica, sem no entanto 
provocar as oscilações espúrias comumente obsevadas em esquemas de segunda ordem, Harten 
et al [32] introduziram, no início da década de 80, o conceito de métodos TVD ("Total Variation 
Diminishing") para equações hiperbólicas em coordenadas cartesianas. Estes métodos basicamente 
introduzem um termo de fluxo anti-difusivo ao esquema de um ponto a montante. Um limitador 
restringe este fluxo de tal forma que o esquema seja de segunda ordem em regiões suaves e de 
primeira ordem em regiões de descontinuidade. Harten et al e Sweby [33] demonstraram os 
critérios que devem ser obedecidos pelo limitador para que se tenha um esquema TVD. Na 
literatura existem vários limitadores, os mais conhecidos são os limitadores de Sweby [33], Van 
Leer [34] e de terceira ordem [35], Em 1986 Yee e Harten [36] fizeram a extensão para
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coordenadas curvilíneas ortogonais do TVD apresentado por Harten et al [32] .
Rubin e Blunt [37] introduziram em 1990 um esquema TVD nos fluxos baseados em 
gradientes de pressão das equações do modelo "black-oil" em coordenadas cartesianas. O método 
proposto é derivado do TVD com limitador de fluxo de Sweby, só que neste caso, reduz-se a 
resolução do termo temporal para primeira ordem e mantém-se o esquema de segunda ordem no 
espaço. Nos resultados apresentados por Rubin e Blunt, o esquema TVD utilizando malha 30x30 
produziu resultados superiores, com tempo de CPU quatro vezes inferior, quando comparados aos 
obtidos com esquema upwind e malha 80x80. Embora os resultados apresentados por Rubin e 
Blunt tenham sido excelentes, os casos resolvidos por eles foram simples e particulares.
Em 1991 Pinto [38], em sua dissertação de mestrado, fez a extensão do esquema TVD 
para malhas cartesianas não-uniformes e utilizou o TVD no cálculo das permeabilidades relativas 
nas faces. Analisando o desempenho do método TVD em três formulações (IMPES, semi- 
implícita e implícita) ficou demonstrado que existe pouca diferença em aplicar o TVD na 
avaliação das permeabilidades relativas nas faces ou nos termos de fluxo. Pinto também 
demonstrou que a utilização do esquema TVD praticamente elimina o efeito de orientação de 
malha.
1.3.7 - Modelo de Poço
Inevitavelmente quando se faz a simulação numérica, a área do bloco que contém o poço 
é muito maior que área do poço. Portanto, a pressão calculada neste bloco não representa a 
pressão no poço. A grande importância de se calcular corretamente a pressão no poço, reside no 
fato de que as vazões nos poços são calculadas via gradientes de pressão. Neste sentido, a 
utilização de uma expressão que acople a pressão do volume calculado numericamente à pressão 
do poço se faz necessário. Tais expressões são denominadas modelo de poço.
Em 1967 Schwabe e Brand [39] propuseram uma relação que admite um perfil 
logarítmico para a queda de pressão na região próxima ao poço. Esta relação é encontrada através 
da solução analítica da equação para escoamento radial, monofásico e em regime permanente.
van Poollen et al [40] supuseram que a pressão calculada para o bloco do poço fosse 
igual a pressão média na área do bloco contendo o poço. Mais tarde Peaceman [41] mostrou que 
esta hipótese não é correta, e assumindo distribuição radial da pressão ao redor do poço em 
regime permanente, definiu um raio equivalente de poço. Este raio equivalente depende da
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geometria do bloco, da localização do poço no bloco e do esquema de discretização espacial.
Peaceman [42] fez a extensão do cálculo do raio equivalente de poço para o caso em que 
o bloco não é quadrado e quando se tem anisotropia na permeabilidade. Um tratamento mais 
geral para o modelo de poço foi apresentado por Abou-Kassem e Aziz [43], as equações 
apresentadas por eles podem ser usadas para malhas com bloco centrado e ponto distribuído com 
formulações cinco ou nove pontos.
Cunha e Maliska [44] propuseram o cálculo do raio equivalente de poço para 
coordenadas curvilíneas não-ortogonais eliminando os termos de fluxo cruzado.
1.4 - Objetivos e Organização do Trabalho
Na bibliografia consultada observou-se que existem poucos trabalhos em simulação de 
reservatórios utilizando coordenadas generalizadas, indicando ser este um assunto de pesquisa de 
vanguarda. Detectou-se também duas lacunas; a primeira delas é a inexistência de um esquema 
TVD, semelhante ao proposto por Rubin e Blunt, que possa ser utilizado para este tipo de 
discretização e a segunda é a falta de uma expressão completa para o cálculo do raio equivalente 
de poço.
Este trabalho tem como objetivos:
( i ) - fazer um estudo da simulação de reservatórios de petróleo sob a ótica da 
Mecânica do Fluidos. Para tanto são cuidadosamente explicados os fenômenos 
físicos mais importantes na engenharia de petróleo; e demonstradas todas as equações 
do modelo "black-oil";
( ii ) - contribuir para o preenchimento das "lacunas" citadas anteriormente.
A seguir é apresentado um resumo do conteúdo dos capítulos que formam o restante 
deste texto.
Capítulo Dois - Formulação do Problema
Neste capítulo são apresentadas as equações que governam o problema físico e suas 
condições de contorno. Estas equações representam o modelo "black-oil" e estão sob a forma de 
um sistema de equações diferenciais não-lineares.
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Capítulo Três - Método de Solução
Este capítulo traz a discretização das equações via volumes finitos. Também é discutido 
como são tratadas as não-linearidades das equações e os passos básicos do método IMPES.
Capítulo Quatro - TV D nas Permeabilidades Relativas e Modelo de Poço
Este capítulo é reservado para a exposição dos tópicos que são contribuições deste 
trabalho. Nele são mostradas a extensão do TVD de Rubin e Blunt para coordenadas 
generalizadas, o cálculo do raio equivalente de poço para coordenadas curvilíneas não-ortogonais 
e como são calculadas as condições de contorno para os poços .
Capítulo Cinco - Resultados e Discussões
Neste capítulo são mostradas casos que validam o procedimento numérico utilizado e 
os resultados e comparações feitas utilizando a metodologia proposta no Capítulo Quatro e a 
disponível na bibliografia.
Capítulo Seis - Conclusões
São apresentadas neste capítulo as conclusões finais deste trabalho.
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2.1 - Introdução
Neste capítulo apresentar-se-á, inicialmente, a dedução das equações de conservação para 
escoamentos bidimensionais multifásicos. Em seguida, algumas simplificações são adotadas e 
através de alguma manipulação matemática, obtém-se um sistema de equações diferenciais que 
representam o modelo "black-oil" bifásico (água e óleo) e isotérmico.
As equações usadas para modelar o escoamento isotérmico em reservatórios são obtidas 
combinando a Equação da Conservação da Massa com a Lei de Darcy. Estas equações 
juntamente com suas restrições, relações constitutivas, e condições iniciais e de contorno, 
conduzem a um sistema matematicamente bem posto que será resolvido através de técnicas 
numéricas mostradas no Capítulo Três.
2.2 - Conservação da Massa dos Componentes
Devido a presença na rocha porosa de 
óleo, gás e água separados por interfaces 
microscópicas, pode-se dizer que se tem uma 
mistura multifásica e multicomponente no
Figura 7 - Fluxos de Massa através do Volume 
de Controle
V. c.
dX modelamento de reservatórios. É conveniente 
diferenciar os componentes das fases fazendo 
o seguinte raciocínio: componentes 
correspondem às moléculas químicas, 
enquanto as fases são misturas homogêneas 
destas moléculas separadas de outras fases 
me por uma interface fluida.
Considere-se um sistema com nc
componentes ( c é o índice do componente ) e np fases ( p é  o índice da fase ). A Fig. 7 ilustra
os fluxos de massa destes componentes em um volume de controle (VC) bidimensional com área 
transversal A.
O fluxo de massa do componente c na fase p  pode ser expresso como,
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m»cp = ( y cp pp %  *  D cp % ) A (d
onde é a fração mássica do componente c na fase p, ou seja, é a razão entre a massa do
componente c presente na fase p  e massa total da fase p  . pp é a densidade da fase p  , up é
a velocidade da fase p  e o coeficiente de dispersão do componente c na na fase p.
O primeiro termo da Eq. (1) descreve o transporte convectivo de fluido através do meio 
poroso e o segundo expressa o efeito combinado da transferência de massa por dispersão e a 
difusão molecular. O coeficiente de dispersão é afetado pela porosidade, tortuosidade, distribuição 
do tamanho dos poros, heterogeneidade e velocidade do fluido. O transporte difusivo-dispersivo 
tem papel muito importante na reciclagem de gás em reservatórios condensados e em processos 
envolvendo deslocamentos miscíveis. No presente trabalho tem-se deslocamento imiscivel com 
duas fases, água e óleo, e neste caso, o termo dispersivo será ignorado.
O princípio da conservação de massa no volume de controle mostrado na Fig. 8, requer
que,
■ Fluxo de m assa I  I  Taxa de acumulação! I  Taxa de produção I
J  líquida, do com p c V  de massa do comp. c V  * L  «c ou injeção do comp. c >■
1 em  todas as fases f  1 em todas as fases I  ■ 1 em todas as fases I
Figura 8 - Princípio da Conservação de Massa aplicado ao VC
O fluxo de massa líquido do componente c na fase p  no volume de controle é dado por,
d ( m * )  d(m JD)  _ m
------— dx ~ ------— dy = -  V • (y p ü j   ^ ^
dx dy cp p r
A taxa de acumulação do componente c na fase p  no VC pode ser expressa por unidade 
de volume como,
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— (<t> v a S J  (3)J cp r cp p'
onde Sp representa a saturação da fase p  e é definida como a razão entre o volume da fase p  e 
o volume total das fases, (j) representa a porosidade da rocha e é definida como a razão entre o 
volume de "vazio" ( volume realmente ocupado pelos fluidos ) e o volume total do reservatório. 
A porosidade é função crescente da pressão e pode ser obtida através da compressibilidade da 
rocha y , ou seja,
Y = - - I  ^  (4)
<J) dp
Os termos de produção/injeção do componente c na fase p  são dados por ,
ycp pp<ip (5)
onde q é a vazão de injeção ou produção da fase p  por unidade de volume do reservatório. 0a 
que se tenha conservação do componente c deve-se somar a contribuição deste componente em 
todas as fases. Assim a equação do balanço de massa do componente c fica,
- E = £  4-^ ycpppsp) + E ovmP (6)
P P 01 P
para
í Jp = l J2 ,3 ...np 
|  c = l,2 ,3 ...«c
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Em escoamentos em meios porosos, a equação de balanço da quantidade de movimento 
em escala macroscópica é substituída pela lei de Darcy. Embora esta lei seja originalmente 
baseada em observações experimentais, ela pode ser obtida usando um procedimento de média 
para a equação do movimento em escala microscópica.
A lei de Darcy relaciona a velocidade do fluido ao gradiente do potencial existente. Para 
escoamentos multifásicos em meios porosos, a equação representando a lei de Darcy é escrita 
como,
onde k é o tensor permeabilidade absoluta, a permeabilidade relativa , jj.p a viscosidade, yp
Na maioria dos problemas práticos assume-se que o temor permeabilidade absoluta é 
esférico, desta forma o tensor permeabilidade absoluta é dado por,
Em escoamentos multifásicos cada fluido interfere no escoamento dos outros e as 
permeabilidades relativas são menores ou iguais à permeabilidade do escoamento monofásico, 
que é a própria permeabilidade do meio poroso. Isto é fácil de entender, pois diferentes fases 
disputam o mesmo espaço poroso. A permeabilidade relativa é, portanto, função da saturação 
e é definida como a razão entre a permeabilidade da fase kp , e a permeabilidade do meio k. 
Assim define-se permeabilidade relativa de uma fase p  como,
(7)
o peso específico , Z  a profundidade em relação a alguma referência e p  a pressão.
t  = kx = ky = kz (8)
(9)
Muitos trabalhos experimentais têm sido feitos para determinar a permeabilidade relativa
para um sistema bifásico (água-óleo). A Fig. 9 ilustra um sistema onde a água "molha" a rocha 
e desloca o óleo, ou seja, a fase aquosa adere mais facilmente à superfície da rocha. Entretanto 
na prática podem ocorrer outros tipos de "molhabilidades" devido a causas naturais, ou como 
conseqüência de métodos avançados de recuperação de óleo.
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indica a saturação irredutível da água ( saturação na qual a água não fluirá) e Sor é 
a saturação residual do óleo (saturação na qual o óleo não pode ser removido do reservatório).
A viscosidade usualmente é determinada experimentalmente. Em geral, a viscosidade de 
um líquido é função decrescente da pressão quando a fase líquida está saturada devido a presença 
de gás dissolvido. Se o gás não se dissolve no líquido, ou se a fase líquida está subsaturada* , 
então a viscosidade cresce com a pressão.
2.4 - Formulação "Black-Oil
O modelo "black-oil" está baseado em parâmetros que levam em conta volumes em 
condições padrão, pois estes são mais facilmente medidos que concentracões. Ele pode ser 
deduzido como um caso especial do modelo multifásico considerando-se a existência de três
*Um líquido está subsaturado quando a pressão ao qual está submetido é alta o suficiente para que todo o 
gás se dissolva na fa se  liquida.
componentes: água, gás e óleo. No reservatório, os componentes se misturam para formar até três 
fases: liquida, vapor e aquosa. Na prática, estas são separações que ocorrem naturalmente à 
temperatura e pressão da superfície. Na formulação "black-oil" as fases água e óleo são 
imiscíveis, não existindo troca de massa ou mudança de fase entre elas. O componente gás é 
solúvel na fase óleo mas não na fase água.
O comportamento pressão-volume-temperatura (PVT) nos modelos "black-oil" é expresso 
pelo volume de formação da fase p, Bp , que é definido como,
vn
Bn = -2 -  (10)
p K n pp
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onde Vpp é o volume da fase p  nas condições padrão (ou de estocagem) e Vp é o volume nas 
condições de reservatório. O volume de formação é função da pressão da fase no reservatório e 
pode ser obtido experimentalmente ou através da definição de compressibilidade de uma fase, cp 
, â temperatura T constante,
1 àVp
c„ = —
Vp cp
(11)
Separando as variáveis e denotando VpRef  como o volume à pressão de referência/?^tem-
se,
= exp{cp (P-Ptef)) = 1 + cpAp (12)
p
Pode-se truncar a expansão em séries de Taylor da exponencial da Eq. (12), pois em 
muitos fluidos a compressibilidade é pequena. Usando a definição de volume de formação da Eq. 
(10), tem-se finalmente a expressão para o cálculo do volume de formação para a fase p.
onde qc é o fluxo de massa do componente c (nas condições padrão) por unidade de volume do 
reservatório e a mobilidade da fase 7^  é definida como,
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(17)
Neste trabalho utiliza-se um modelo bifásico com escoamento imiscível, água e óleo, que 
é um caso especial da Eq. (16). Além disso, considera-se que o gradiente de profundidade, a 
pressão capilar e a compressibilidade da rocha são nulos. Ou seja,
R m  = R «, = 1
np = 2
VZ = 0
= Vp
Y = 0
(18)
Assim as equações do modelo "black-oil" bifásico (água e óleo), assumindo as condições 
da Eq. (18), são,
d  (j)5
v - c ^ v p )  = | - ( V )  +
d t B
(19)
w
0 (J)5
V*(A Vp) = + â
dt B0 c
(20)
As Eqs. (19) e (20) formam um sistema de duas equações diferenciais contendo três 
incógnitas, p, Sw e Sa , logo necessita-se de mais uma equação para fechar o problema 
matemático. A equação de fechamento do problema é a equação de restrição volumética,
-  S0 = 1 (21)
O modelamento matemático não está completo sem a especificação das condições de 
contorno e as condições iniciais. Basicamente tem-se duas condições de contorno para o sistema 
de equações,
( i ) Fluxo nulo no contorno,
up ■ n = 0  em r  p  = o,w  (22)
onde n é o vetor unitário normal ao contorno F.
( ii ) Fluxo especificado no contorno,
«p * n  = 9 p (D  P  = 0 ,W  (23)
Condições de fluxo especificado no poço e no aqüífero são usualmente representados por 
termos fonte/sorvedouro. Para alguns problemas as condições de contorno descritas acima não 
são explicitamente formuladas nas equações, sendo necessário o uso de modelos adicionais para 
tratar o escoamento no poço e a interação entre o reservatório e o aqüífero.
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C a p í t u l o  T rês 
M é t o d o  d e  S o l u ç ã o
3.1 - Introdução
Neste capítulo são integradas , no tempo e no espaço, as equações governantes 
apresentadas no Capítulo Dois. Em seguida estas equações são discretizadas via volumes finitos 
para os casos unidimensional e bidimensional* em coordenadas generalizadas.
Utilizando o caso unidimensional como exemplo, mostra-se como são resolvidas as 
equações que formam o sistema não-linear, ou seja, são discutidos os passos básicos do método 
IMPES e o tratamento dado às não-linearidades já  citadas.
Para o caso bidimensional são mostradas as equações transformadas para o domínio 
computacional ( Ç , q ), assim como os coeficientes da equação aproximada da saturação para 
a fase água com falha geológica.
3.2 - Caso Unidimensional
Seja um reservatório de comprimento C muito maior que a largura L e a profundidade 
H. A equação do modelo "black-oil" (Eq. 19) unidimensional, para a fase água é dada por,
A ( r  k . )  = + q  (24)
a* 3x dt Bw
A Fig. 10 ilustra um volume de controle unidimensional onde as letras minúsculas 
indicam os pontos nas faces do volume e as maiúsculas os pontos no centro.
* Embora neste trabalho não seja apresentada a discretização para o caso bidimensional cartesiano, a mesma 
fo i  implementada e utilizada para testes do esqitama TVD.
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Figura 10 - Volume de controle unidimensional
A equação discretizada é obtida integrando a Eq. (24) no tempo e no volume de controle, 
mostrado na Fig. 10,
Depois de integrada a Eq. (25) é multiplicada por -------  , os gradientes de pressão
<J)A;c
nas faces são aproximados por um esquema upwind de Ia ordem e são feitas alguns rearranjos 
resultando na equação da saturação aproximada na forma explícita para a fase água,
onde o sobrescrito w indica fase água, A w são os coeficientes e Fp é o termo fonte para o 
ponto P. Os coeficientes e o termo fonte são definidos como,
(26)
(27)
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(28)
(29)
Bp°  4) A x H L
(30)
onde ^x\e e L são as mobilidades da fase água nas faces este e oeste do volume P e  o
sobrescrito o indica a iteração anterior no tempo.
A equação para o óleo é obtida de maneira análoga e é escrita da seguinte forma,
Os coeficientes e o termo fonte da Eq. 31 também são análogos aos apresentados nas 
Eqs. 27 a 30 , mudando apenas o índice que indica a fase.
No método IMPES ( IMplicit Pressure Explicit Saturation) como o próprio nome já  
sugere, a equação da pressão é resolvida implicitamente e logo em seguida a equação da 
saturação é resolvida explicitamente. No item 3.2 mostrou-se como são discretizadas as equações 
para a saturação da água e óleo. Entretanto, será necessário obter a equação da pressão. Esta é 
obtida somando-se as equações da saturação para a fase óleo (Eq. 31) e água (Eq. 26) e 
utilizando-se a restrição volumétrica (Eq. 21) mostrada no Capítulo Dois. Assim,
(31)
3.3 - Método IMPES
Método de Solução 25
Substituindo a Eq. (21) na Eq. (32) e efetuando alguma manipulação matemática obtém- 
se a equação da pressão na forma implícita.
onde A são os coeficientes da pressão para os pontos e FP é o termo fonte, que por sua vez são 
definidos como,
3.4 - Linearização do Termo Fonte da Pressão
Na equação para a pressão, Eq. 33, o termo fonte pode variar com a pressão caso as 
compressibilidades da água e do óleo sejam diferentes de zero. Esta dependência toma a equação 
fortemente não-linear dificultando a solução da mesma. Portanto, a linearização proposta por 
Patankar [45] é utilizada no termo fonte da equação da pressão, ou seja,
ApPp A WP W + A ePe+ FPp (33)
A p = Ap + A°p (34)
A e = Aew + A oE (35)
(36)
FPp = f ;  + FP° -  1 (37)
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(38)
onde o sobrescrito * representa a iteração anterior na solução da equação da pressão. Substituindo 
a Eq. (38) na Eq. (33), chega-se a novas expressões para o coeficiente Ap e o  termo fonte da 
pressão no ponto P  como mostram as equações abaixo,
3.5 - Algoritmo de Solução do Método EMPES
O procedimento iterativo para a solução das equações de pressão** e da saturação 
apresentas neste capítulo é o seguinte:
(1) - Estima-se valores iniciais dos campos de saturação da água {Sw) e pressão (P);
(2) - Calcula-se os volumes de formação, as permeabilidades relativas e as mobilidades para as
fases água e óleo;
(3) - Calcula-se o campo de pressão através da Eq. 33 ;
(4) - Verifica-se a convergência do campo de pressão, segundo a Eq. (41) . Caso não haja
convergência volta-se ao passo (2);
(5) - Calcula-se o campo de saturação da água através da Eq. 26 ;
f pp = f p; d lF P Ü  p
dPp P
(39)
(40)
** Para a solução do sistema de equações da pressão fo i  utilizado um método iterativo de solução 
denominado M SI [45]
(6) - Incrementa-se o tempo***, faz-se F  = P  e S°w = Sw . Caso não se tenha atingido o tempo 
desejado retoma-se ao passo (2).
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O critério de convergência utilizado no item (4) é dada por [48],
MAX
P  - P  r p r p
- P  ■\ max mm y
<; TOL (41)
onde TOL é a tolêrancia dada para o campo de pressão.
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Figura 11 - Transformação para coordenadas generalizadas
3.6 - Caso Bidimensional em Coordenadas Generalizadas
O uso de coordenadas generalizadas se baseia na transformação de um domínio físico 
em um domínio transformado computacional, como ilustra a Fig. 11. Este domínio transformado 
tem geometria retangular e é nele que são resolvidas numericamente as equações, pois deste
*** O incremento de tempo fo i realizado utilizando controle automático de At proposto por Aziz e Settari
[47],
modo se evitam as interpolações nos contornos do domínio físico. Maiores detalhes sobre o uso 
de coordenadas generalizadas podem ser vistos em Maliska [48],
A equação de conservação da massa para a fase água quando transformada para o plano 
curvilíneo bidimensional (£ , ij ) assume a seguinte forma,
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ld _
J d t
<|> S w +
B W
_d_
drj
_d_
d t
D dP
d t
+ D
d *—  + d : ^ -
3tl SI
'ÊIL
dr|
(42)
onde,
d ?  = J  (à ;  y 2 + xy (43)
d 2w = - j  (kwx r  + a ;  x j (44)
D3W = J o z  yI + xwy xf) (45)
d :  = d 2w (46)
J  = (47)
O fluxo de massa através das linhas coordenadas é dado pelas componentes 
contravariantes nas Eqs. (48 e 49),
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u w _ D " —  + Dy —  
d l  6r|
(48)
D dP + n wdP-----  4* U a -----
ati d i
(49)
Integrando no tempo e no espaço a Eq. 36, para o volume de controle elementar no 
plano transformado mostrado na Fig. 11, tem-se,
A l  Ar| 
JP A t
q)Op
B W
/ \o
Bp\  F /
~ w+ qP
Di"ÈL + D “—
s i  2 an
Ar| -
■ie
wdP n w dP Ar|
w
(50)
k dP
n " d P  1+ D4 — A l  - k f + d : ^dr\ as. n ar|
A£
As derivadas parciais são aproximadas de tal forma que servem tanto para os volumes 
internos quanto para os volumes que estão na fronteira. Assim,
dP
d l
= n , ( p E -  p P )
A£
(51)
dP
d l
= F l w
W
(52)
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dP
(3r|
( P N - P P )
ÁT|
(53)
ÕP
= F%
( P p - P s )
Atj
(54)
dP
õrj
F í r
Ar|
( c n SE p SE + c f i e PE + c f í ne p
(55)
+ C F ls Ps + C F i p P p + C F Ín P n)p  * p
ÕP
õr|
(CFZSW Psw + CF£w P w + CFE,nw Pnw
(56)
+ C F is Ps + C F l P P p + C F Ín P„)p M. 
~ ^ r  “7~7 (ÇFt\nw Pnw + CFr\N PN +  CFr\NE PNE 
d í  n A £
+  CFv\w P w +  CFr\ p Pp + CFr\E PE)
ap 
dt,
Fr\ s
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(CFr\sw Psw + CFrj ç Ps + CFr\SE P
(58)
+ CFr\w P w + CFrjp + CFr|£ P£)
onde A£ = Aí] -  1
Substituindo-se na Eq. (50) as Eqs ( 51a  58) e isolando a saturação, encontra-se,
S ;  = C l ( - A ? P p + ' £ A Wv z P v , z ) + F ? (59)
onde o subindice VIZ representa os pontos vizinhos ao ponto P, A w são seus coeficientes e FK 
é o termo fonte. Os coeficientes, termo fonte e C, são dados por,
A l  -  D l  F I p + D £  F l p C F n ^ D Z  Fr\p C F ^ - D ^  CF^S (60)
K  = K  F í w -D?„  F l w CFr\w +D?n Fx\p C F ^ - D ^  Fr\s CF* w (61)
A Z  = D l  Fr)p + D ” Fr\p CFZn + D £  F l p CFi\N-D?w F£w CFr\ N
(62)
= DZ Fx\s - D Z  Fr\s C F ^ D 2:  F l p CFr\s -D?w F$w CFr\s (« )
^  = -  K  F l w CFr\sw -  D Z  Fns CFHSW (64)
A s l  = K  F \ p CFr\SE -  D Z  Fr], C F \ se (65)
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= -  D 2;  n„ C F ti™  + C 4:  F n p <66)
A m  = O “  n ,  C F % t - -  O *  F n ,  C F 5 ;V£ (67)
a ;  -  Y . A
W
VIZ
(68)
F p =
TfW ç w‘ 
p p A OqP C{ (69)
^  B P J p  ^  (70)
1 I  (j)
Os coeficientes FÇ, Frj , CFÇ e CFrj são reponsáveis pela tratamento das fronteiras e 
das falhas geológicas do reservatório. Mais detalhes podem ser encontrados no Apêndice A.
Como já foi explicado no item 3.2, a equação da pressão é obtida utilizando-se a 
equação de restrição volumétrica (Eq. 21). Assim,
A p P p  P y iz  + F Pf (71)
onde os coeficientes e o termo fonte dos pontos são indicados pelo subscrito *,
a , = ( a :  b ;  + a ;  b i  ) - V -  (72)
<i>
FP = F ” + F® -  1 (73)
A linearização do termo fonte é a mesma mostrada nas Eqs. (39) e (40).
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4.1 - Preliminares
Neste capítulo serão abordados os aspectos mais relevantes dos esquemas de interpolação 
utilizados no cálculo das propriedades nas faces do V.C. O esquema TVD (Total Variation 
Diminishing) é inicialmente mostrado em coordenadas cartesianas e em seguida são apresentadas 
as transformações necessárias para se obter o TVD em coordenadas generalizadas.
A segunda parte deste capítulo é destinada ao modelo de poço utilizado neste trabalho. 
Faz-se então, uma breve discussão do modelo de Peaceman e apresenta-se a dedução da 
expressão de cálculo do raio equivalente de poço em coordenadas generalizadas. Em seguida são 
discutidas as condições de contorno para os poços.
Para que um esquema seja TVD, a variação total da função, neste caso a saturação, deve 
ser não-crescente, ou seja,
4.2 - Esquema TVD Explícito*
TV( Sn+l) z T V ( S n) (74)
sendo a variação total definida como,
(75)
j
Por questão de simplicidade não serão utilizados índices para as fases. Entretanto deve-se ter em mente 
que as equações apresentadas devem ser aplicadas para as fa ses  água e óleo.
onde n indica o nível de tempo e j  indica o bloco.
O esquema TVD utilizado neste trabalho parte do esquema de Lax-Wendroff, sendo que 
neste caso multiplica-se a contribuição de segunda ordem por um limitador. Desta forma este 
termo fica limitado a algumas regiões, prevenindo as oscilações típicas de esquemas de alta 
ordem.
Rubin e Blunt [37] sugeriram que o esquema TVD fosse aplicado ao termo de fluxo para 
as fases água e óleo. Para o fluxo no sentido positivo do eixo de coordenadas, pode-se aproximar 
o fluxo na face este da seguinte forma,
* ( / »  A, (7«)
onde f P é o fluxo aproximado no ponto P, A eé o termo de segunda ordem , é o limitador de 
fluxo e rP é a razão de termos sucessivos de segunda ordem, assim definidos,
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P  - p
U  -  - V - 5 (77)A jc
A  = —  (78)
2 A *
Os limitadores são calculados conforme critérios de existência do TVD e do limite de 
estabilidade da formulação explícita. Rubin e Blunt demonstraram que para um caso 
unidimensional explícito o limitador deve estar nas seguintes regiões,
2 * T ( r )  * 0 (80)
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e
2 £ £ o (81)
r
Segundo Welge [33], para que um esquema seja de segunda ordem, ele deve ser uma 
média entre o esquema de segunda ordem de Lax-Wendroff ('P=l) e o esquema upwind de 
segunda ordem (Warming-Beam, *F=r). Deste modo ficam definidas regiões no plano f  x r ,  
ilustradas na Fig. 12, onde a redução das variações totais está garantida.
0 1 2  3
r
Figura 12 - Região TVD de um limitador de segunda ordem
Existem vários tipos de limitadores, conforme citado na Introdução. Rubin e Blunt 
utilizaram o limitador de segunda ordem de Van Leer [34], Pinto [38] em sua dissertação de 
mestrado traz dois tipos, o limitador de Van Leer e o limitador de terceira ordem na região de 
Sweby [33] e na região de Liu [35], Neste trabalho utiliza-se o limitador de Van Leer devido a 
sua simplicidade de implementação e principalmente devido ao fato deste limitador não se 
modificar quando se muda o sistema de coordenadas. O limitador de Van Leer é função suave
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de r e é calculado através da seguinte expressão,
r +r
Y (r) = (82)
É interessante destacar que quando:
► 'F(r) = 1 ,obtém-se um esquema de diferenças centrais;
► 'F(r) = r , obtém-se um esquema de dois pontos a montante;
► ^ r )  = 0 , obtém-se um esquema de ponto a montante;
► ¥(#•) = 2 , obtém-se um esquema de ponto a frente;
► existirem fluxos convergentes ou divergentes, como por exemplo em poços produtores e
injetores, respectivamente, r < 0 e *(») = 0.
4.3 - Esquema TVD em Coordenadas Generalizadas
Rescrevendo a equação de fluxo, Eq. (76), em coordenadas generalizadas para a direção 
Ç e sentido positivo, tem-se,
/ . = / ,  + * < » »  a . (83)
onde,
(84)
e o fluxo de massa f  na direção ^ , para um ponto qualquer, é dado por,
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linhas T]
Figura 13 - Distâncias nas direções í; e r\ - Plano Físico
—♦ jí _*
A Fig. 13 ilustra a distância entre as faces w e e, \Lp \ , e entre as faces s e n .  \Lp | Em
coordenadas generalizadas o vetor comprimento entre as faces w e e, e o gradiente do vetor 
fluxo são dados por [48],
(86)
W  = J í + - f (x j  j  ]
Fazendo-se o produto escalar da Eq. (84),
(87)
(88)
onde,
(89)
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(90)
A razão de fluxo e o limitador são calculados da mesma forma que o caso cartesiano, 
porém neste caso o termo de segunda ordem é calculado através da Eq. (88).
Analogamente na direção TJ e sentido positivo , o fluxo na face norte é dado por,
L - U *  n r , )  A, (91)
onde o fluxo na direção rj é dado por,
. / =  - D , *  ♦ Dt *3ÔT| 4 3 é
(92)
e a distância entre as faces j e « , e o  gradiente de fluxo são dados por,
= Ali 1 + Ali y « . / (93)
W = J  [ ( -  f ^ )  Î + ( f ^  - j  ] (94)
Fazendo-se o produto escalar para a face norte,
1 (95)
onde,
(96)
(97)
É conveniente observar que as expressões apresentadas para o cálculo dos fluxos nas 
faces se tornam idênticas àquelas apresentadas para o caso cartesiano igualmente^espaçado,
quando C = 0 e D = 1.
No caso de fluxo no sentido contrário ao eixo de coordemulas Ç ,
/ ,  = / *  + * ( r £ M e <»*>
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onde,
a. - 4  • (-v/e) -  I(2></{ * cy,)|,
= - > M i,  j v  -  \  )
ee
Ã e
(99)
( 100)
( 101)
rE = —  (102)
Na direção 1J tem-se,
/ ,  = Í n * T (r„) A n (103,
onde,
a  = ^  • ( - % )  = -  ^ ( ® v , + c S / E)i„  (104)
D~ = J„(xF v -  y . jc ) (105)
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(106)
A
r rui (107)
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4.4 - Esquema TVD nas Permeabilidades Relativas
A utilização do esquema TVD no cálculo das permeabilidades relativas nas interfaces 
foi feita por Pinto [38] para malhas cartesianas. Ele justifica a simplificação de considerar a 
permeabilidade relativa como um fluxo, mostrando que existe um termo de caráter convectivo 
na equação de conservação. A seguir será reproduzida esta explicação.
Considerando-se fluxo somente na direção x, e desprezando-se os efeitos gravitacionais 
a equação da conservação de massa fica,
Assim o termo de caráter convectivo é dado por —- .a*
Deste modo, pode-se fazer uso do esquema TVD bastando para tal, substituir o fluxo 
pela permeabilidade relativa nas equações mostradas nos itens 4.2 e 4.3 .
(108)
Desprezando-se as variações de ft e B  ,
(109)
dk,
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4.5 - Modelo de Poço Cartesiano
Para as malhas comumente utilizadas em simulação de reservatórios a dimensão do 
volume elementar (bloco) contendo o poço injetor/produtor é muito maior que a dimensão do 
poço. Desta forma a pressão do poço não pode ser considerada igual à pressão do bloco. Com 
o objetivo de solucionar este problema são propostos modelos, analíticos ou numéricos , que 
relacionam a pressão no poço à pressão no bloco, assumindo que nas proximidades do poço 
existe escoamento monofásico radial.
Peaceman [41] definiu um raio equivalente de poço, r0 , como o raio no qual a pressão 
do bloco ( p 0 ) é igual à pressão de fundo de poço ( p wf). Esta expressão é obtida assumindo 
regime permanente e escoamento radial monofásico, ou seja,
onde rwé o raio do poço, h é a espessura do reservatório e k é a permeabilidade absoluta 
do meio. Igualando-se as Eqs. (110) e (111) ,
(110)
(111)
(112)
Para escoamento numa malha cartesiana uniformemente espaçada, como mostra
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onde j  é o índice dos quatro blocos em volta do bloco 0 e a vazão em cada bloco é,
k h A x P j-P o
{ A x  )
(114)
Substituindo a Eq. (114) na Eq. (113) e sabendo que,
Pi = Po + ^  ln  
J 2 l t  k h
/  Ajcn (115)
obtém-se o valor do raio equivalente de poço. Assim pode-se calcular a pressão de fundo de poço 
através da Eq. (112),
r0 = A x  e H ) 0,208  A x (116)
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4.6 - Modelo de Poço em Coordenadas Generalizadas
O modelo de poço em coordenadas generalizadas proposto a seguir, deve ser utilizado 
com as seguintes restrições [42],
S  o poço deve estar no centro do bloco;
/  o bloco contendo o poço deve estar no interior do domínio calculado;
S  não deve haver falhas geológicas passando por uma das faces deste bloco; 
/  o bloco deve obedecer a seguinte restrição geométrica 1/3 < (a/y) < 3, onde 
a  é a largura do bloco e y o seu comprimento.
A equação de conservação de massa em regime permanente para o bloco P , mostrado 
na Fig. 15, é dada por,
(117)
Substituindo os grandientes de pressão nas faces,
(118)
+ D 3n(P N ^ p ) + A t n
sabendo que,
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PN- Pp = l ü l .  ln 
N  p  2 ii k h
( r \ N (119)
2 n k h
(120)
PE- Pp = J ü *  ln 
E p i T í k h \ rP
(121)
P -P1 W  r P =
2  n k h
l n
f r j \w
r p\  F/
(122)
Os fluxos cruzados podem ser obtidos através da seguinte manipulação matemática,
^ N E  P S E  NE P p )  (P.SE 2 % k h  ^
\ rSE/
(123)
p  _ p  _  ( r  x
r N  S
2  n k h
l n N
r <i \ * /
(124)
P -Pl S W  N W
2  i z k h
l n
/  r \ 
SW
\ rNW/
(125)
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p -p =AllJL ln
NE ™  2  t i  k h \ r N W ,
- P  = y v 8
E W 2  i z k h
ln
( r B\
\rw,
P - Pr S W  SE
2 % k h
l n
/  r \  
SW
\  r SE
onde r são os raios com centro no ponto P. A Fig. 15 ilustra alguns destes raios.
Substituindo as Eqs. (119) a (128) na Eq. (118), isolando rP e sabendo 
escoamento monofásico,
A  =
k h  2 v 2 \ ,  k h
1 \lB t f + X Í ) j - 2 L a J
(126)
(127)
(128)
que num 
(129)
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Jrh k h
O, = D. = {XrX + Y , Y \  J  = -  —  P J
2 4 v.B ' { 11 ' ^  ( iB
|í j B
obtém-se a expressão para o raio equivalente de poço em coordenadas generalizadas,
onde.
-2n n
F7Z
«K Z Z
wz
y  6 + j  p/l“ /I
+
J 6 -J  6' ' n ^ n  s ^ í
J  B +J  6
/Î  \ T  V -  (X „iV n n
J  (3 +J  (3tvrw e
«NE
(130)
(131)
(132)
(133)
(134)
(135)
(136)
(137)
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n
- J  B - J  6S w (138)
nSE
J  6  +J  6e^e s^s (139)
n
J  6  + J  Sw r^w n
'NW
(140)
nD = J  a  + J  a + J  a + J  aP e e w w n n s s (141)
4 .7  - Condição de Contorno nos Poços
Como foi citado no Capítulo Dois a condição de contorno para os poços não é 
explicitada na formulação das equações, sendo esta condição expressa através de termos 
fonte/sorvedouro ou através de modelos adicionais. Neste trabalho são utilizados dois tipos de 
condição de contorno.
(  1 )  Condição de Contorno Baseada nas Mobilidades
Esta condição admite que os efeitos de capilaridade nas regiões próximas aos poços são 
desprezíveis. Assim sendo, a vazão de cada fase é proporcional às mobilidades.
( 1 . 1 )  Vazão de Óleo Prescrito no Poço Produtor ( Q„ )
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=
w>
<?. (142)
«. = Qo (143)
( 1.2 )  Vazão de Líquido (óleo + água) Prescrito no Poço Produtor ( QL )
(144)
Q l (145)
onde Q l = Qw + Qa
(1.3) Condição de Contorno no Poço Injetor
No poço injetor a vazão de água sempre é prescrita ( QINJ) e a de óleo é nula.
QlNJ (146)
4o = o (147)
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(  2 ) Condição de Cottíonw Baseada nas P*vimax e P*vfmin
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Quando a pressão de fundo de poço do bloco contendo o poço injetor ( P \v f) atinge 
a pressão máxima de injeção ( P w i^  ) as vazões de água e óleo são dadas por,
/* 2 Jch / T i  r v  • \
=
n , rp <148)
r„
e
q0 = 0 (149)
onde rw é o raio do poço.
A pressão máxima de injeção em um poço injetor é limitada pela capacidade da bomba 
injetora e pela pressão de fraturamento da rocha do reservatório. Já a pressão mínima de fundo 
( Pwfmin ) em um poço produtor normalmente está associada à pressão mínima para que o óleo 
consiga chegar até a superfície. [50]
Quando a pressão de fundo de poço do bloco contendo o poço produtor atinge a pressão 
mínima de fundo a vazão de água e óleo passam a ser,
50
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5.1 - Preliminares
Neste capítulo serão feitas discussões dos resultados obtidos utilizando as ferramentas 
numéricas expostas nos capítulos três e quatro. Com o objetivo de sistematizar a validação do 
modelo computacional e de comparar os esquemas de interpolação utilizados, os resultados foram 
divididos em três grupos.
O primeiro grupo contém os resultados que validam o código computacional utilizado. 
Nesta validação foram utilizados dois casos com configuração 1/4 de "five-spot", malhas 
cartesianas e generalizadas, e várias razões de viscosidade óleo-água.
O segundo grupo é destinado a comparações entre métodos de interpolação (upwind e 
TVD) e o estudo da influência do método TVD em um tipo especial de escoamento conhecido 
como deslocamento Tipo Pistão.
O último grupo contém dois problemas com reservatório de contorno irregular e vários 
poços produtores e injetores. No primeiro caso o reservatório possui uma falha geológica e no 
segundo é resolvido o mesmo reservatório sem a falha. São comparados casos com interpolação 
upwind e TVD.
5. 2 - Grupo A - Validações
Como já foi exposto anteriomente neste grupo estão os casos destinados a validar o 
código computacional utilizado. O primeiro caso valida o código utilizando malhas cartesianas, 
razão de viscosidades óleo-água unitária ( M ) e os métodos de interpolação upwind e TVD. No 
segundo são feitas as validações para malhas generalizadas, M>1 e interpolação upwind.
5.2.1 - Caso 1 - Malhas Cartesianas - M=1
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Este problema foi resolvido por Pinto [38] e consiste na injeção de água em um 
reservatório bidimensional homegêneo e isotrópico, horizontal, com configuração 1/4 de "fíve- 
spot". O reservatório é um quadrado com 1000 metros (3280 pés) de lado e 10 metros de 
profundidade.A porosidade da rocha é 0,20 e sua permeabilidade absoluta 0,1974 |in r  (200 
mD).
A Tabela I traz os dados referentes às curvas de permeabilidades da água e do óleo.
Tabela I - Curvas de Permeabilidades
Ko
0 0 1,0
0,22 0 1,0
0,3 0,08 0,4
0,4 0,12 0,12
0,6 0,4 0
0,8 0,65 0
1,0 1,0 0
Para os volumes de formação foram usados as seguintes funções,
Bo = 1,4 -(1,455 1CT8)jP (152) 
Bw = 1 ,4 -(1 ,4 5 5 10'9)P  (153>
onde as pressões são dadas em Pascal.
O raio do poço ( rw ) é 0,122 m (0,4 ft) e o raio equivalente de poço utilizado no modelo 
de poço é o mesmo utilizado por Pinto [38], ou seja,
rQ = 0,198 A *  (154)
As viscosidades da água e do óleo são constantes e iguais a 0,5 mPa.s (0,5 cP). Os dados 
restantes são apresentados na Tabela II.
Os casos foram rodados com a mesma malha utilizada por [38], ou seja, malha cartesiana 
10x10 igualmente espaçada. Em [38] são apresentadas curvas apenas para os casos com 
formulação implícita e semi-implícita. Portanto, as curvas mostradas a seguir foram obtidas 
utilizando o código computacional cedido gentilmente pelo autor em questão.
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Tabela II - Dados Complementares - Grupo A - Caso 1
Pressão Inicial 20682 kPa (3000 psi)
Saturação Inicial 0,22
Vazão de Óleo Inicial 238,47 nvVdia (1500 STB/dia )
Vazão de Injeção Inicial 238,47 m3/dia (1500 STB/dia )
Pressão Máx. de Injeção 55152 kPa ( 8000 psi)
Pressão Mín. de Fundo 344,7 kPa (50 psi)
Var. Máx. da Sat. na Iter. 0,02
Var. Máx. da Pressão na Iter. 137,9 kPa (20 psi)
At máximo 10 dias
At mínimo 0,01 dia
Tolerância (TOL) 1 IO'7
Corte de Água Máximo 0,8
Cabe aqui um parêntese para que sejam definidos dois números adimensionais, o corte 
de água e o volume poroso deslocável injetado, que serão largamente utilizados neste trabalho.
O Corte de Água é definido como a razão entre a vazão de água e a vazão total (água 
+ óleo) produzidos em um poço qualquer. Este número adimensional é importante porque através 
dele pode-se prever quando haverá irrupção de água no poço produtor. E o conhecimento da 
porcentagem de água que é produzida, dá subsídios para que se avalie a viabilidade econômica 
de um poço.
O Volume Poroso Deslocável Injetado (VPI) é um número adimensional bastante 
utilizado em engenharia de petróleo e serve como escala de tempo. O VPI relaciona quanto de 
água foi injetado com o volume total que é possível retirar deste reservatório. Em outras palavras,
1 VPI quer dizer que foi injetada uma quantidade de água equivalente ao volume de óleo total 
disponível neste reservatório. Assim,
a ^
VPI = ------—-----— (155)
onde VR é o volume total do reservatório, t é o tempo decorrido e Swirr a saturação irredutível 
da água.
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 16 - Validação de casos cartesianos com malha 10x10 e M=1
A Fig 16 mostra o corte de água versus VPI para os casos utilizando interpolação 
upwind e TVD nas permeabilidades relativas. Pode-se observar que tanto o caso com interpolação 
upwind, quanto o caso com TVD nas permeabilidades relativas, têm resultados muito próximos 
aos mostrados por Pinto. Os tempos de irrupção de água e de fechamento de poço (vide Tabela
III), que neste caso correspondem aos tempos com cortes de água iguais a 1% e 80%, são muito 
próximos. A variação máxima observada foi de 4,08% para o corte igual a 80% e caso TVD.
Fica evidenciado pelos resultados da Tabela III que o uso de esquemas upwind adianta 
em quase um ano a irrupção de água. Este fato se deve a maior dispersão numérica produzida 
pelo esquema upwind, que provoca uma suavização da frente (dispersão numérica) de saturação 
de água e, conseqüentemente, a água atinge o poço produtor prematuramente.
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Tabela III - Comparação de tempos de irrupção e fechamento do poço
Pinto [38] 
(dias)
Pres. Trab. 
(dias)
Variação 
Relativa (%)
Corte 1% 
(irrupção)
Upwind 1980 1956 1,21
TVD 2259 2240 0,84
Corte 80% 
(fechamento)
Upwind 4148 4031 2,82
TVD 3778 3624 4,08
5.2.2 - Caso 2 - Malhas Generalizadas - M > 1
Para validar os procedimentos numéricos em coordenadas generalizadas e esquema de 
interpolação upwind foi utilizado um problema com configuração geométrica e dados físicos 
propostos por Palagi [51], Este problema consiste na injeção de água em uma configuração 1/4 
de "five-spot". O reservatório é considerado homogêneo e isotrópico e as propriedades do fluido 
e da rocha, bem como os dados complementares, são dados na Tabela IV.
O problema descrito neste item é resolvido para M=10 e M=50, onde fi = 1 mPa.s e 
ftw= 1/M mPa.s. Os volumes de formação da água e do óleo são calculados segundo a Eq. (13) 
com compressibilidades iguais a 1,1451,10"9 P a 1 (1,0.10‘5 psi'1). As permeabilidades relativas 
usadas são,
(156)
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Tabela IV - Dados Complementares - Grupo A - Caso 2
Comprimento 402,33 m (1320 ft)
Largura 402,33 m (1320 ft)
Profundidade 6,09 m (20 ft)
Porosidade 0,2
Permeabilidade Absoluta 0,012337 um2 (12,5 mD)
Pressão Inicial 689,4 kPa (100 psi)
Saturação Inicial 0
Vazão de Produção Total 9,534 m3/dia (60 STB/dia )
Vazão de Injeção Inicial 9,534 m3/dia (60 STB/dia )
Pressão Máx. de Injeção 55152 kPa ( 8000 psi)
Pressão Mín. de Fundo 344,7 kPa (50 psi)
Var. Máx. da Sat. na Iter. 0,02
Var. Máx. da Pressão na Iter. 137,9 kPa (20 psi)
Àt máximo 10 dias
At mínimo 0,001 dia
Tolerância (TOL) 1 IO'7
Neste caso não se utiliza modelo de poço, pois o poço está representado por dois 
contornos com raios iguais a 0,122 m (0,4 ft) e a condição de contorno de poço é aplicada na 
superfície do poço e não no volume discreto. Ou seja, neste caso, não existe um bloco que
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contém o poço no seu interior. A Fig. 17b ilustra a malha em coordenadas generalizadas e a
Figura 17 - (a) Malha "curvilínea" de Voronoi. (b) Malha generalizada 20x20
A malha utilizada por Palagi [51] é uma malha "curvilínea" de Voronoi que contém 445 
volumes. Como em [51] não está ilustrada esta malha, a Fig. 17a mostra uma outra malha 
,utilizada também em [51], para que se possa ter uma idéia da malha "curvilínea" de Voronoi. 
As duas malhas em questão não são idênticas. Porém, segundo Palagi, a malha curvilínea de 
Voronoi é capaz de reproduzir resultados equivalentes àqueles obtidos com malha curvilínea.
A Fig. 18 apresenta as curvas de Volume Poroso de Óleo Recuperado versus VPI. O 
Volume Poroso de Óleo Recuperado (VPOR) é um número adimensional de desempenho da 
produção. Ele indica quanto foi produzido de óleo, em relação ao total de óleo que é possível 
recuperar em um reservatório. A expressão utilizada para calcular o VPOR é dada por,
representação dos poços através do contorno. Esta malha contém 20 volumes na direção Ç e 20 
na direção r| .
POÇO
/"^PRODUTOR
(a)
POÇO
INJETOR (b)
t
VPOR (157)
Apesar da diferença de geometria das malhas e do número de volumes, os resultados 
mostram muito boa concordância. Entretanto uma pequena diferença entre os resultados é
observada, provavelmente devido à diferença no número de volumes utilizados.
No início do processo de injeção a vazão de óleo produzido é igual a vazão de água 
injetada, menos uma pequena parcela devido as compressibilidades dos fluidos. Isto é reproduzido 
no gráfico VPOR x VPI através de uma linha reta com inclinação de aproximadamente 45°. 
Assim que a água atinge o poço produtor a relação se modifica, e como já foi citado nos 
capítulos anteriores, a produção de óleo cai (Vide Fig. 18). Sabendo disto, pode-se determinar, 
embora com menor precisão, o momento de irrupção de água no poço produtor.Outro fato 
interessante a ser destacado é a diferença de desempenho entre a recuperação com M=10 e M=50. 
Fica bem caracterizado que para M=50 a irrupção ocorre com grande antecedência, se comparado 
com M=I0. Isto se deve ao aparecimento de "dedos", que são responsáveis, como já foi citado 
na Introdução, pela menor produção das recuperações com razões de viscosidades altas. A Fig. 
19 mostra os campos de saturação para os dois casos estudados, neles pode-se observar a 
formação de "dedos".
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Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 18 - Validação de casos com malhas generalizadas, M>1 e interpolação upwind
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M= 10 M = 50
Figura 19 - Isocurvas de saturação em VPI=0,2
5.3 - Grupo B - Comparações - TVD x Upwind
Este grupo contém os casos utilizados para comparar os métodos de interpolação upwind 
e TVD para várias razões de viscosidade. Para tal são utilizadas sempre duas malhas uma mais 
refinada e outra grosseira. A malha mais refinada só é utilizada com o método upwind, e a mais 
grosseira com os dois métodos. Desta forma, pode-se avaliar os resultados do caso com 
interpolação TVD, utilizando como parâmetro os resultados do caso com malha mais refinada e 
interpolação upwind.
5.3.1- Malha Cartesiana
O problema físico utilizado neste caso é o mesmo do item 5.2.1, só que neste caso são 
utilizadas duas malhas 10x10 e 30x30. Os dados são iguais para as duas malhas, sendo o controle 
automático de Át diferente para o casos refinado. Neste caso para o controle de passo de tempo
utilizou-se Apmax= 69,95 kPa (10 psi), Àsmax = 0,01 e A t^  = 1 dia
As Figs. 20 â 22 mostram as curvas de corte de água versus VPI. Pode-se notar que as 
curvas para a malha 10x10 com TVD se aproximam muito daquela com malha 30x30 upwind. 
Comparando-se os dois métodos com a mesma malha, vê-se que há melhor captação do tempo 
de irrupção e abandono do poço (corte 80%) no caso com TVD.
Para os casos com M > 1, nota-se que o corte de água é diferente de zero no início da 
produção, ou seja, há produção de água mesmo sem a frente ter alcançado o poço produtor. Isto 
se deve ao deslocamento da água presente inicialmente nas regiões próximas ao poço produtor, 
devido ao elevado gradiente de pressão observado nestas regiões antes da irrupção de água 
injetada.
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 20 - Comparação entre métodos de interpolação, malha cartesiana e M=l.
A Fig. 23 apresenta as isolinhas de saturação para VPI = 0,2. Através da Fig. 23 pode-se 
verificar que os campos para os casos 10x10 com interpolação TVD são muito semelhantes aos 
campos dos casos 30x30 com interpolação upwind. A largura da frente de saturação no caso TVD 
é bem menor que no caso 10x10 com interpolação upwind. Este fato é mais facilmente
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 21 - Comparação entre métodos de interpolação, malha cartesiana e M=10.
Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 22 - Comparação entre métodos de interpolação, malha cartesiana e M=50.
identificado para M=l.
Comparando campos com mesma malha e mesmo método de interpolação, porém com
razão de viscosidades diferentes, nota-se que há maior dispersão para razões de viscosidades 
maiores. A dispersão de uma frente em escoamentos imiscíveis tem duas causas. A primeira delas 
é física e o responsável pelo seu aparecimento é a pressão capilar. A segunda causa é numérica 
e segundo Brand et al [13], é proporcional a orientação da malha, número de volumes e à razão 
de viscosidades. Como neste caso a pressão capilar é nula e as malhas são iguais, o fenômeno 
de dispersão da frente observado é causado apenas pela dispersão numérica.
10 x 10 - UPWIND l Ox lO- TVD 30 x 30 - UPWIND
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M = 1
Figura 23 - Isocurvas de saturação em VPI = 0,2 - malha cartesiana
Através da Tabela VI pode-se constatar que os tempos de CPU* dos casos rodados com 
malha 10x10 são da mesma ordem de grandeza, sendo o tempo gasto pelo caso TVD superior. 
Quanto ao tempo gasto pelo caso 30x30, convém ressaltar que com o uso de At variável o tempo
* Todos os caso rodados fo rnam  rodados em  uma SU N  SPARCSTATION 10
de CPU é extremamente dependente dos parâmetros de controle. E como já foi citado 
anteriormente, os casos com malha mais refinada utilizaram parâmetros mais rigorosos por causa 
das limitações de passo de tempo do IMPES. Isto explica a enorme diferença entre os tempos de 
CPU dos casos com malha grosseira e malha refinada. Portanto, nos casos que se seguem não 
mais faremos análise de tempo de CPU.
Resultados e Discussões 62
Tabela V - Tempos de CPU
Upwind TVD Upwind
10 x 10 10 x 10 30x30
M = 1 53,07 s 59,16 s 2394,42 s
M = 10 40,82 s 43,05 s 2031,44 s
M = 50 17,94 s 23,43 s 743,76 s
5.3.2 - Malha Generalizada
Neste 
parâmetros de
neste item são
As Figs 26 a 28 mostram as çurvas de corte de de água para os casos TVD e upwind,
caso utiliza-se o problema do item 5.2.2, apenas com as modificações nos 
controle de passo de tempo utilizadas no item 5.3.1. As duas malhas utilizadas
MALHA 30X40 MALHA 20X20
Figura 24 - Malhas generalizadas, configuração "fíve-spot"
mostradas na Fig. 24.
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Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 25 - Comparação entre métodos de interpolação, malha generalizada e M=l'.
Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 26 - Comparação entre métodos de interpolação, malha generalizada e M=10.
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 27 - Comparação entre métodos de interpolação, malha generalizada e M=50.
Nas Figs. 25 a 27 pode-se observar que o caso com malha 20x20 e interpolação TVD 
apresenta resultados superiores àqueles com malha 30x40, pois há irrupção prematura para os 
casos upwind.
A Fig. 28 mostra os campos de saturação para VPI = 0,2. Estes campos evidenciam que 
para a mesma malha o esquema TVD tem melhor desempenho, ou seja, verifica-se menor 
dispersão da frente. Na comparação entre os resultados com interpolação TVD e upwind (malha 
30x40), vê-se que a largura da frente do caso TVD é ligeiramente inferior. Ou seja, neste caso 
a interpolação TVD produz um resultado superior utilizando três vezes menos volumes. Deve-se 
notar também que a frente do caso TVD apresenta maior dispersão nas regiões próximas à 
fronteira, causando um achatamento na sua forma. Isto acontece porque o TVD só é utilizado 
quando se tem no mínimo dois volumes a montante e uma a jusante do volume onde se está cal­
culando as propriedades nas faces. Nos volumes próximos à fronteira onde não é possível utilizar 
o TVD, utiliza-se esquema upwind.
2 0  x  2 0  - U P W I N D  2 0 X 2 0 - T V D  3 0 x 4 0 - U P W I N D
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Figura 28 - Isolinhas de saturação em VPI = 0,2 , malha generalizada.
5.3.3 - Deslocamento Tipo Pistão
Embora o escoamento tipo pistão não se assemelhe ao escoamento dos fluidos presentes 
num reservatório de petróleo, este tipo de escoamento é bastante estudado devido às suas 
peculiaridades físicas e dificuldades numéricas.
Um deslocamento é do tipo pistão se antes da irrupção o valor da saturação média da 
água atrás da frente ( Swh ) corresponder à saturação final da água ( Swf — 1 - Sor ). Segundo 
Welge [52], Swb é o valor onde a tangente à curva de fluxo fracionário, partindo de saturação 
irredutível da água ( Swirr ), intersecta a reta /„, = 1 .
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O deslocamento tipo pistão é, como definido anteriormente, caracterizado através do 
fluxo fracionário da água ( f w ), que por sua vez, é definido como a razão entre a vazão de água 
e a vazão total (água + óleo). Desprezando-se o efeito de compressibilidade, pode-se calcular o 
fluxo fracionário da água através da seguinte equação,
/J w
1
Qw + 4e
(158)
Uma vez conhecido o fluxo fracionário as permeabilidades relativas são dadas por,
J w
M ( 1 - f w) + / ,W (159)
A Fig. 29 mostra duas curvas de fluxo fracionário, segundo a definição anteriormente 
descrita, só a curva (b) pode levar a um deslocamento tipo pistão. Vários curvas de fluxo 
fracionário podem ser usados na simulação numérica de deslocamentos tipo pistão, entretanto as 
mais utilizadas são f w = S j  e f w = Sw .
(a)
Figura 29 - Curvas de fluxo fracionário.
(b)
Yanosik e McCracken [14] estudaram o efeito de orientação de malha em deslocamentos 
tipo pistão numa configuração cinco poços e demonstraram que os simuladores baseados em
esquemas de cinco pontos não prevêem corretamente o desempenho do reservatório e o 
deslocamento da frente. Eles conseguiram demonstrar que há pouco efeito de orientação de malha 
quando se utiliza esquema de nove pontos. Entretanto nada foi investigado a respeito do efeito 
do refinamento de malha.
Embora Fleming [53] não discuta o efeito do refinamento de malha, os resultados para 
M = 40 e esquema nove pontos mostram que o volume poroso de óleo recuperado e o tempo de 
irrupção diminuem com o refinamento de malha, exatamente o oposto ao observado em outros 
tipos de deslocamentos.
Brand et al [13] estudaram o efeito do refinamento de malha no deslocamento tipo 
pistão. Eles resolveram casos com M =  1,2 e 10, utilizando malhas cartesianas diagonais variando 
entre 10x10 e 96x96. Para M  = 1 eles observaram que com o refinamento de malha havia 
diminuição da largura da frente (diminuição da dispersão numérica) e que havia convergência 
para uma única solução onde a frente possuia forma circular, conforme obtido pela solução semi- 
analítica. Para M  = 2 a solução convergiu para algumas regiões, mas com a malha mais refinada 
houve aparecimento de "dedos" numéricos na direção diagonal à malha. Este "dedos" se tomaram 
mais pronunciados ainda para M  -  10, sendo notado o aparecimento de "dedos" em forma de 
"chifre" quando se utilizou a malha mais refinada.
Palagi [51] utilizando malhas de Voronoi hexagonal-hibrida (malha cilíndrica numa 
região em volta dos poços e blocos hexagonais no restante do reservatório) investigou o efeito 
de refinamento de malha. Ele comprovou que o resultado é bastante sensível ao tamanho da 
malha, e que embora o efeito de orientação de malha tivesse sido bem reduzido, isto não foi 
suficiente para que a solução convergisse quando se aumentou o número de blocos.
Pinto [38] em sua dissertação de mestrado, resolveu este tipo de escoamento utilizando 
esquema TVD em coordenadas cartesianas, para razões de viscosidades entre 1 e 40, e 
demonstrou que o efeito de orientação de malha é bastante reduzido com o uso deste esquema 
de interpolação. Entretanto não feito nenhum estudo do efeito do tamanho da malha utilizando 
TVD ou qualquer outro método.
O propósito deste item é avaliar o efeito do tamanho do malha em um deslocamento tipo 
pistão, fazendo uso do esquema TVD em coordenadas generalizadas. O caso escolhido para 
realizar esta avaliação é o mesmo utilizado no item 5.2,2, sendo que as curvas de permeabilidades 
relativas utilizadas são as indicadas na Eq. 159 com f w = S j  . Serão mostrados casos com 
M  -  1 e 10 com malhas em coordenadas generalizadas entre 20x20 e 41x60.
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Figura 30 - Isolinhas de saturação em VPI = 0,2, tipo pistão ( fw = Sw2 ) e M=l.
Na Fig. 30 pode-se observar que para M  = l o  comportamento é semelhante ao 
observado por Brand et al [13], ou seja, a solução tende a convergência com o refinamento da 
malha. Além disso, com o uso do esquema TVD obteve-se uma solução para a malha mais 
grosseira mais próxima daquela obtida com malha mais refinada e esquema upwind, com já  era 
esperado.
Já para os casos com M  = 10, observa-se através da Fig. 31 que o resultado não 
converge para uma mesma solução com o refinamento de malha, nem tão pouco com a utilização 
de um esquema de ordem mais alta. Além disso, como já  foi observado por [13] há formação de 
dedos mais longos com o aumento do número de pontos e com a utilização do esquema TVD. 
É interessante notar que embora o TVD consiga reduzir a largura da frente (dispersão numérica), 
as soluções obtidas com este tipo de interpolação não se assemelham àquelas obidas via upwind. 
O caso mais extremo de não semelhança aconteceu para a malha 40x50, neste caso houve 
formação de "chifres" anteriormente observados por Yanosik e McCracken [14] para M  = 50 e 
malha paralela.
Os resultados apresentados neste item demonstram que o uso do TVD, consegue reduzir 
a dispersão numérica, entretanto, como se sabe esta dispersão é responsável pela amortecimento 
das instabilidades que provocam o aparecimento dos "dedos" viscosos. Isto pode explicar a maior 
instabilidade da solução de problemas com deslocamento tipo pistão, utilizando método de 
interpolação TVD.
20x20
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Figura 31 - Isolinhas de saturação em VPI = 0,2, tipo pistão ( fw = Sw2 ) e M=10.
5.4 - Grupo C - Geometria Irregular
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Neste grupo, como já foi mencionado nas preliminares deste capítulo, são resolvidos 
casos com geometria irregular e vários poços. Com isso tenta-se avaliar a interpolação TVD para 
casos mais próximos da realidade da Engenharia de Petróleo. Para tanto são rodados casos com 
e sem falha geológica. Cada um dos casos é resolvido utilizando duas malhas: uma mais grosseira 
contendo 19 volumes na direção E, e 10 volumes na direção r] (19 x 10) e outra mais refinada (50 
x 19). A malha grosseira foi escolhida arbritrariamente, já a malha refinada foi escolhida através 
de testes utilizando interpolação upwind e três malhas : 50 x 19 , 40 x 14 e 19 x 10. Os 
resultados mostraram que na maioria dos poços a produção de óleo calculada utilizando a malha 
19 x 10 era muito distante daquela utilizando malha 40 x 14; já a produção calculada com a 
malha 40 x 14 estava bem próxima daquela calculada com malha 50 x 19. Com isso evitou-se 
utilizar uma malha com muitos pontos, já  que esta demandaria muito esforço computacional para 
resolver o problema, e garantiu-se que a malha 50 x 19 poderia ser utilizada como referência 
na comparação direta entre os métodos TVD e upwind.
5.4.1. Grupo C - Caso 1 - Geometria Irregular com Falha Geológica
Este problema consiste na injeção de água em um reservatório irregular falhado, 
homogêneo e isotrópico. A geometria do reservatório bem como a localização dos poços e da 
falha geológica são mostradas na Fig. 32, onde as dimensões são dadas em metros. A Tabela VI 
mostra as coordenadas dos poços e suas vazões iniciais. O reservatório tem 15 metros de 
profundidade (49,21 pés). A porosidade da rocha é 0,30 e a permeabilidade absoluta 0,2961 |am2 
(300 mD). Os poços têm 0,0984 m (0,3 ft) de raio e os raios equivalentes de poço utilizados no 
modelo de poço são calculados via Eq. (132).
Os volumes de formação da água e do óleo são calculados utilizando a Eq. (13) sendo 
as compressibilidades das duas fases iguas a 7,2527.10"12 Pa'1 (5,0.10"8 psi'1).
As viscosidades da água e do óleo são calculadas através da Eq. (160), onde as pressões 
são dadas em Pa e as viscosidades em Pa.s.
\xo = 11,6310 3 [ 1 + 1,1451. 1 0 12(P-13,788.106) ] 
\xw = 1,001(T3 [ 1 + 1,1451.10'12 (P-13,788.1o6) ]
As curvas de permeabilidade relativa da fases água e óleo são dadas por,
= (S -  0 ,2 )(-2 5 0 S 2 + 325S -  55)/27
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(160)
(161)
Figura 32 - Contorno do reservatório e localização dos poços
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Tabela VI - Coordenadas e Vazões Iniciais dos Poços
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X [m] Y [m] Q [nr/s]
Poço Inj. no. 1 906 1343 2,9424 IO'3
Poço Inj. no. 2 1468 2218 2,0392 10’
Poço Prod. no. 1 593 1031 9,1997 IO4
Poço Prod. no. 2 406 1281 1,1039 10°
Poço Prod. no. 3 1093 1843 9,1997 IO'4
Poço Prod. no. 4 1468 1531 5,5198 IO'4
Poço Prod. no. 5 1593 1906 7,3597 10'4
Poço Prod. no. 6 1781 2468 7,3597 IO4
A Fig. 33 mostra as duas malhas utilizadas neste grupo. A malha 19 x 10 é utilizada 
para os casos com interpolação upwind e TVD, enquanto a malha mais refinada só é utilizada 
para os casos com interpolação upwind.
Os dados complementares necessários para simular os casos com geometria irregular 
estão contidos na Tabela VII. A única diferença existente entre os casos com malha refinada e 
malha grosseira está na utilização de valores distintos de At máximo. Para o caso com malha 50 
x 19 foi utilizado um valor de At máximo dez vezes menor.
Devido a grande quantidade de poços produtores (seis no total), neste capítulo serão 
utilizados na comparação dos métodos apenas os gráficos de volume poroso de óleo recuperado. 
Os gráficos de corte de água e pressão de fundo de poço serão apresentados, apenas para o caso 
upwind com malha refinada, para que se tenha uma idéia do comportamento de cada poço.
As Figs. 34 a 39 mostram os gráficos VPOR x VPI dos poços 1 a 6 respectivamente. 
É interessante notar que do poço 1 ao 3 o desempenho do TVD foi idêntico ou até mesmo 
inferior àquele apresentado pelo esquema upwind. Já do poço 4 ao 6 o esquema TVD obteve 
desempenho superior. Isto poderia indicar algum erro na implementação do método TVD para 
o fluxo no sentido positivo ou negativo do eixos coordenados. Entretanto foram realizados vários 
testes com localizações de poços injetores e produtores diferentes que não confirmaram esta 
hipótese.
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Figura 33 - Malhas 19x10 e 50x19 - Contorno irregular 
Tabela VII - Dados Complementares - Grupo C
Pressão Inicial 24129 kPa (3500 psi)
Saturação Inicial 0,2
Pressão Máx. de Injeção 55152 kPa ( 8000 psi)
Pressão Mín. de Fundo 344,7 kPa (50 psi)
Var. Máx. da Sat. na Iter. 0,02
Var. Máx. da Pressão na Iter. 137,9 kPa (20 psi)
At máximo (malha 19 x 10) 15 dias
At máximo (malha 50 x 19) 1,5 dias
At mínimo 1 IO'9 dia
TOL 1 IO'4
O melhor resultado obtido com a utilização da interpolação TVD se verificou no poço 
produtor 4 (Vide Fig. 38). Este resultado praticamente coincide com aquele obtido com malha 
50 x 19 e esquema upwind. Já nos poços 2 e 3 (Figs. 35 e 36) o esquema TVD apresentou os 
piores resultados, ficando a produção de óleo calculada por este método abaixo daquela obtida 
via upwind. Outro fato interessante a ser destacado é o resultado do método upwind (19x10) no 
poço 3. Neste poço a produção de óleo calculada utilizando esquema upwind com malha 
grosseira é praticamente igual àquela calculada com o malha refinada.
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Figura 34 - Poço 1 - Reservatório com falha
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 35 - Poço 2 - Reservatório com falha
Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 36 - Poço 3 - Reservatório cóm falha
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Figura 37 - Poço 4 - Reservatório com falha
Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 38 - Poço 5 - Reservatório com falha
A Fig. 40 apresenta o gráfico VPOR x VPI da produção total do reservatório com falha 
para os casos com interpolação upwind, utilizando as malhas 5 0 x l 9 e l 9 x l 0 ; e  para o caso
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Figura 39 - Poço 6 - Reservatório com falha
com TVD e malha 19 x 10. Pode-se observar neste gráfico que a interpolação TVD apresenta 
praticamente a mesma produção de óleo da interpolação upwind.
A Fig. 41 mostra os cortes de água dos seis poços produtores para o caso com malha 
refinada e interpolação upwind. Como se pode verificar, ocorre irrupção de água nos poços 5,
1 e 6 praticamente no mesmo instante. Em seguida, os poços 2 e 3 começam a produzir água e 
por último há irrupção no poço 4. Se fosse estabelecido algum critério de fechamento de poço 
a partir do corte de água, a ordem de fechamento seria 5, 1, 6, 2, 3 e 4. O poço que tem o maior 
corte de água é o pòço 5 e o de menor corte é o poço 4. Embora o poço 4 tenha o menor corte 
de água ele é o segundo maior produtor de óleo. O poço com maior produção de óleo é o poço 
3 (Vide Fig. 36) , pois sua vazão de produção é maior que a do poço 4 (Vide Tab VI) e além 
disso ele produz óleo proveniente das duas frentes .
Foram realizados alguns testes comparativos entre a metodologia de cálculo do raio 
equivalente de poço proposta por Cunha e Maliska [44] e a exposta no Capítulo Quatro deste 
trabalho, e verificou-se que os raios equivalentes calculados para este reservatório são idênticos. 
Pode-se dizer então, que para os casos em que a malha não é muito distorcida, é mais vantajoso 
utilizar o raio equivalente de poço proposto por [44], pois o seu cálculo é mais simples.
A Fig. 42 traz a pressão de fundo de poço calculada através do modelo de poço descrito
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Figura 40 - Produção total - Reservatório com falha
no Capítulo Quatro. Todos os poços têm comportamento de pressão de fundo de poço 
semelhantes. Num primeiro instante há uma grande queda de pressão, seguida de uma 
recuperação e estabilização num determinado patamar de pressão. Esta queda de pressão ocorre 
instantaneamente assim que o poço começa a produzir. Já a recuperação ocorre até a chegada da 
frente neste poço. A estabilização se dá quando o corte de água não varia muito. Pode-se 
observar que os poços onde houve estabilização mais rápida são justamente aqueles onde há 
irrupção de água mais cedo (Vide Fig. 41).
A Fig. 43 mostra as isocurvas de saturação para VPI = 0,2. Pode-se observar que as 
frentes do caso TVD têm menor dispersão numérica (largura da frente) que no caso upwind e 
malha grosseira. Entretanto esta diferença é mais sensível para a frente do poço injetor 2, e como 
conseqüência os melhores resultados do esquema TVD são observados para os poços 4, 5 e 6, 
como já  foi abordado anteriormente. De modo geral, pode-se dizer que a isocurva de saturação 
0,6 do caso TVD se aproxima mais daquela do caso com malha refinada e esquema upwind, 
principalmente na região do poço injetor 2.
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Figura 41 - Corte de água - Reservatório com falha
Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 42 - Pressão de fundo de poço - Reservatório com falha
Observando-se a Fig. 42, que mostra as isocurvas de pressão para VPI=0,2, nota-se mais 
facilmente as regiões onde o esquema TVD se aproxima mais do caso refinado. Também se pode 
verificar que há um choque na região próxima à falha, fazendo surgir grandes gradientes de 
pressão.
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5.4.2. Grupo C - Caso 2 - Geometria Irregular sem Falha Geoló;gica
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Este item tem como objetivo demonstrar que a ausência da falha geológica melhora o 
desempenho do esquema TVD. Portanto, o problema utilizado neste caso é idêntico àquele 
apresentado no item anterior. As malhas utilizadas estão mostradas na Fig. 33 (excluindo-se a 
falha) e os dados complementares são os mesmos da Tab. VII.
As Figs. 45 a 50 trazem os gráficos de VPOR para os seis poços produtores. Cada 
gráfico apresenta os três casos utilizados na comparação, ou seja, interpolação upwind com 
malhas 19 x 10 e 50 x 19, e interpolação TVD com malha 19 x 10. O comportamento do 
esquema TVD para o caso sem falha só se modifica para os poços 3 e 4, que neste caso têm, 
respectivamente, desempenho superior e levemente superior ao esquema upwind. Ao contrário 
do que foi observado para o caso com falha, não há nenhum poço onde o caso upwind com 
malha grosseira produzisse a mesma quantidade de óleo que o caso com malha refinada.
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Figura 45 - Poço 1 - Reservatório sem falha
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 46 - Poço 2 - Reservatório sem falha
Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 47 - Poço 3 - Reservatório sem falha
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Volume Poroso Deslocável Injetado 
Figura 48 - Poço 4 - Reservatório sem falha
Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 49 - Poço 5 - Reservatório sem falha
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Figura 50 - Poço 6 - Reservatório sem falha
Volume Poroso Deslocável Injetado
Figura 51 - Produção total - Reservatório sem falha
Com se pode observar na Fig. 5 1 o  TVD tem desempenho superior ao caso com 
interpolação upwind com mesma malha, ou seja, a produção total de óleo para o caso com 
interpolação TVD está mais próxima do caso com interpolação upwind e malha 50 x 19. 
Entretanto a diferença entre os casos TVD e upwind não é tão expressiva quanto aquela 
apresentada nos casos com geometria "five-spot" do grupo anterior.
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Pode-se notar claramente pela Fig. 52 que as isocurvas de saturação do caso TVD são
muito semelhantes as isocurvas do caso upwind e malha 50 x 19. Para o caso upwind e malha 
19 x 10 as frentes estão bem adiantadas, tendo inclusive se encontrado em uma área bem maior 
que nos outros dois casos. Os campos de pressão mostrados na Fig. 53 também indicam, em 
algumas regiões, semelhança entre o caso TVD e o caso upwind com malha refinada.
As curvas de corte de água (Vide Fig. 54) para o caso sem falha mantém as mesmas 
características daquelas apresentadas para o caso com falha. A diferença entre os dois casos está 
na curva do poço 4, que tem irrupção mais tardia e produz menos água. As curvas de pressão de 
fundo de poço, mostradas na Fig. 55, também apresentam comportamento idêntico daquelas 
apresentadas na Fig. 42. Neste caso as curvas dos poços 3, 4 e 6 têm queda de pressão menores.
Comparando-se os resultados deste item e o do item anterior, pode-se dizer que o uso 
do esquema TVD nas permeabilidades relativas em problemas com muitos poços e falhas 
geológicas apresenta problemas e deve ser mais investigado.
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Figura 54 - Corte de água - Reservatório sem falha
Os resultados apresentados no item anterior mostraram que o uso do esquema TVD nas
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Figura 55 - Pressão de fundo de poço - Reservatório sem falha
permeabilidades relativa não difere muito da interpolação tradicional, quando se tem muitos poços 
e falha geológica, entretanto o mesmo não acontece quando o reservatório não é falhado. Estes 
resultados parecem indicar que a hipótese simplificativa utilizada na aplicação do esquema TVD
nas permeabilidades relativas pode não ser válida para casos onde se tem ^  * 0 > —j, * 0 .
dk
Ou seja, o caráter convectivo do fluxo pode não ser dado apenas por . Sendo assim, 
recomendar-se-ia o uso do TVD no fluxo, como proposto inicialmente por Rubin e Blunt [37],
C o n c l u sõ e s
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O presente trabalho teve como objetivo principal estenter o uso do esquema TVD de 
Rubin e Blunt para sistemas de coordenadas generalizadas. Foram resolvidos casos para validar 
esta metodologia e para comparar o desempenho do esquema TVD frente ao esquma upwind, 
tradicionalmente mais utilizado em simulação de reservatórios.
As seguintes conclusões podem ser tiradas a partir dos resultados apresentados neste
trabalho:
□  Os resultados dos casos destinados a validar o código computacional demonstram que
a metodologia numérica empregada está correta e é confiável.
□  Os resultados dos casos utilizados na comparação entre os esquemas TVD e upwind
demonstram que o esquema TVD produz resultados com dispersão numérica 
substancialmente menor. Os resultados obtidos via TVD são equivalentes aos 
resultados obtidos utilizando interpolação upwind e malhas com três ou quatro 
vezes mais volumes. Estes resultados conferem com resultados já  obtidos por 
alguns autores citados na Introdução.
□  Para o mesmo número de volumes os tempos de CPU dos casos com interpolação
TVD são de 5 a 30% superiores aos tempos de CPU obtidos com interpolação 
upwind. Entretanto como já  citado anteriormente, os resultados dos casos TVD 
são equivalentes, e em alguns casos superiores, aos observados com 
interpolação upwind e malha mais refinada. Isto evidentemente traz uma grande 
economia de tempo de processamento.
□  O efeito do refinamento de malha no deslocamento tipo pistão com altas razões de
mobilidades, observado por Brand et al [13] , Fleming [53] e Palagi [51], 
também são observados neste trabalho. Porém, o uso do esquema TVD neste
Conclusões
tipo de escoamento parece aumentar a instabilidade da solução.
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□  A equação para o cálculo do raio equivalente de poço proposta neste trabalho é 
equivalente àquela apresentada por Cunha e Maliska [44], quando os volumes 
da malha utilizada possuem razões de aspecto próximos a um.
□  A utilização do esquema TVD nas permeabilidades relativas em configurações com 
muitos poços e falha geológica produz resultados semelhantes àqueles em que 
se utilizou interpolação upwind.
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A pêndice A
A aplicação das condições de contorno nos problemas com reservatórios selados é 
extremamente simples. Basicamente o que se faz é zerar os fluxos de massa nas faces dos 
volumes de controle que formam o contorno. Entretanto este procedimento exige que se tenha 
uma equação discretizada para cada contorno (contornos leste, oeste, sul e norte) e também uma 
equação para cada canto (canto nordeste, noroeste, sudeste e sudoeste), além evidentemente, da 
equação para o interior do domínio. Portanto, deve-se ter nove equações diferentes para resolver 
o problema, o que ,evidentemente, não é nada prático.
O tratamento computacional das falhas geológicas também é feito anulando-se o fluxo 
de massa através das interfaces que representam a falha. Este esquema exige que se tenha 
equações especiais para cada volume que faça parte da falha,semelhante ao procedimento usado 
para os volumes do contorno. Mesmo sendo este tratamento de simples aplicação, a 
implementação deste esquema no código computacional se toma complexa quando se tem várias 
falhas geológicas.
Para se evitar os problemas citados anteriormente este trabalho utilizou a proposta de 
Cunha e Maliska [49] para o tratamento das condições de contorno e das falhas geológicas. Este 
tratamento basea-se no uso de coeficientes no cálculo dos gradientes de pressão. Desta maneira 
pode-se calcular os fluxos de massa para todo o domínio, inclusive os contornos, utilizando-se 
apenas uma equação.
A indexação dos coeficientes de falha em cada volume de controle é mostrada na Fig. 
56. Os coeficientes f^P efr\P assumem valor nulo se não houver falha ou contorno selado, caso 
contrário, assumem valor unitário.
Assim para se avaliar as derivadas diretas na face "este", por exemplo, tem-se,
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onde,
H P = 1 ~ f L (163)
NE
Figura 56 - Esquema de indexação de falhas geológicas
Portanto quando existir falha ou contorno selado na face "este" do V.C., /ÇP= 1 , i ^ P= 0
dP
aç 0 ; zerando assim o fluxo de massa através desta interface . As outras derivadas diretas
são calculadas de maneira análoga e são mostradas no Capítulo Três.
Uma derivada cruzada na face "este" pode ser escrita da seguinte forma,
dP
dr\
= 0,5 —  
dri
+ + 0,5 —  
di)
(165)
onde os superindices + e - representam respectivamente direita e esquerda da face "este". Caso
não exista falha na face "este" ou em sua vizinhaça tem-se,
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ÕP + _ (FN E  ^ S e )  
drç « 2Ar\ 
dP ~ _ (Pn ~ ?s> 
dr\ e 2Arç
(166)
(167)
Porém se existir uma falha na interface "s" do volume de controle P mostrado na Fig. 
56, a derivada a esquerda teria que ser aproximada por,
dP
dt)
(p »  -  Pp)
Arj
(168)
Se além de uma falha na interface "s", também existir uma falha na interface "n", a 
derivada da Eq. (167) seria nula.
A expressão geral proposta por [49] para o gradiente 0,5—  é dada por,
ÔTl «
0,5 ÕP
dr\
= 0,5 ( 1 - / T t s )  ( 1  + / T 1 S  ( 1  - / T l p )  -
+ fi\P (1 “/Tis)
2 At)
(PP -  Ps)
Ari
At1 (170)
logo exemplificando, com uma falha em "s" tem-se /£ s= l, e a Eq. (170) recupera a Eq. (168). 
Reescrevendo a Eq. (170),
0,5 dP
dri
= i c n N pN + c fIs ps + c n P p P)
Arj
(171)
onde,
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c n » -  í  i
(1 - f n s) (! -/Tlp)
+ f i \s  (! - f ^ p )  f (172)
(i ~fns> 0- -fop) + / tip d  -  /Tis) (173)
C í í ,  = -  \  { f n s (1 - fr \p) + / t i ,  (1 -  /T is)} <17“)
3D
O gradiente —  é calculado analogamente, e a expressão para Eq. (165) fica,
0T]
ÔP
dt| Ar]
(CFZn Pn + CFls p s + CFIP Pp
(176)
+ CFl PSE + CFlE Pe + C F ^ e P„£)
